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Re�sume�

Dans cette e�tude nous pre�sentons des re�sultats d|une simulation the�orique et expe�rimentale\ en microgravite�\ de la
convection de RayleighÐBe�nard dans un liquide magne�tique " ferro~uide#[ Le ferro~uide\ con_ne� dans une cellule de
HeleÐShaw annulaire et horizontale\ est soumis simultane�ment a� un gradient de champ magne�tique exte�rieur et a� un
gradient de tempe�rature[ Cette con_guration permet d|e�liminer l|e}et de pesanteur "g 3 9# et d|avoir une convection
purement magne�tique[ Þ 0887 Elsevier Science Ltd[ All rights reserved[

RayleighÐBe�nard convection in a magnetic ~uid in an annular HeleÐShaw cell

Abstract]*This paper deals with a theoretical and experimental investigation of RayleighÐBe�nard convection in a
magnetic ~uid submitted simultaneously to a gradient of magnetic _eld and a gradient of temperature[ With an annular
HeleÐShaw cell con_guration\ we show the possibility to simulate RayleighÐBe�nard experiments and its control by a
gradient of magnetic _eld in the absence of gravity "g 3 9#[ Þ 0887 Elsevier Science Ltd[ All rights reserved[

Nomenclature

a di}usivite� thermique
g acce�le�ration de la pesanteur
h champ magne�tique propre
H "Ha# champ magne�tique total au sein du ferro~uide
"champ exte�rieur#
He module du champ magne�tique au sein du liquide
magne�tique a� l|e�equilibre
K � −"1M:1T# =H�cte coe.cient pyromagne�tique
m nombre d|onde azimutal "entier#
M "Me# aimantation au sein du ferro~uide "module de
l|aimantation a� l|e�quilbre#
M? perturbation de l|aimantation par rapport a� celle de
l|e�quilibre
pe"p?# pression a� l|e�quilibre "perturbation de la pression
par rapport a� celle de l|e�quilibre#
P\ "P9# pression en convection "pression caracte�ris!
tique#

� Corresponding author[

R0 "R1# rayon inte�rieur "exte�rieur# de la cavite� annulaire
qu|occupe ferro~uide
Ra� � b`"T0−T1#o3:DRna nombre de Rayleigh gravi!
tationnel de la cellule
Ram� �"m9K=9H="T0−T1#o1DR:m"0¦x#a# nombre de
Rayleigh magne�tique de la cellule
Ram�c nombre de Rayleigh magne�tique critique
"r\ u\ z#^ "r�\ u\ z�# coordonne�es cylindriques dimension!
nelles "adimensionnelles#
T0\ "T1# tempe�rature de la plaque chaude " froide#
Te tempe�rature du ferro~uide a� l|e�quilibre
T ?\ "T�# perturbation de la tempe�rature par rapport a�
celle de l|e�quilibre "tempe�rature adimensionnelle#
"ur\ uu\ k# repe�re de coordonne�es cylindriques
V9\ "V0#] vitesse caracte�ristique de u et v "de w#
V"u\ v\ w#^ V"u�\ v�\ w�# champ de vitesse dimensionnel
"adimensionnel#[

Symboles `recques
b � −"0:r9#"1r:1T#p coe.cient de dilatation a�
pression constante
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d � DR:R0 parame�tre de courbure de la cavite� annu!
laire
DR � R1−R0 Largeur de l|espace annulaire de la cavite�
DT ecart de tempe�rature caracte�ristique
o epaisseur de la cavite� occupe�e par le ferro~uide
o� � o:DR rapport d|aspect de la cellule "ð0#
l conductivite� thermique du ferro~uide
m9 � 3p09−6 SI perme�abilite� magne�tique du vide
m "n# viscosite� dynamique "cine�matique# du ferro~uide
re masse volumique a� le�quilibre
r? perturbation de la masse volumique par rapport a�
celle de l|e�quilibre
x � −"1M:1H# =T�cte susceptibilite� magne�tique[

0[ Introduction

L|e�tude qui suit concerne le contro¼ le de la convection
thermique dans les liquides magne�tiques par un champ
magne�tique ade�quat[ Le liquide magne�tique appele� aussi
ferro~uide est une suspension collo(�dale stable de parti!
cules ferromagne�tiques dans un liquide porteur[ Ces par!
ticules sont de taille su.samment _ne*de l|ordre de 099
_[ La suspension est suppose�e homoge�ne\ isotrope et non
conductrice d|e�lectricite�[

Les forces volumiques au sein du liquide magne�tique
en pre�sence d|un champ\ dans un mode�le syme�trique ð0Ł\
sont m9 M9H "m9 � 3p 09−6 est la perme�abilitite� magne�!
tique du vide#[ Ces forces sont analogues aux forces gravi!
tationnelles rg[ Le gradient de champ 9H\ l|aimantation
M au sein du liquide magne�tique et le coe.cient pyro!
magne�tique K � −"1M:1T# jouent les ro¼ les respectifs de
la pesanteur g\ de la masse volumique r et du coe.cient
de dilatation thermique b � −"0:r#"1r:1T#[

La convection thermomagne�tique est une nouvelle
technique a� la disposition du transfert thermique
contro¼ le�[ Elle a e�te� analyse�e dans plusieurs monographes
re�cents ð1\ 2Ł[ L|un des proble�mes les plus e�tudie�s dans ce
domaine est celui de l|instabilite� thermoconvective de
RayleighÐBe�nard ou� l|on peut combiner la convection
gravitationnelle et magne�tique[ Le nombre de Rayleigh
est alors un nombre ge�ne�ralise�[ Plusieurs con_gurations
sont possibles dont un cas est celui d|une couche horizon!
tale soumise a� un champ magne�tique uniforme et a� un
gradient de tempe�rature^ ce dernier induit un gradient de
champ a� travers cette couche[ Par conse�quent\ les forces
magne�tiques qui apparaissent peuvent s|ajouter aux
forces gravitationnelles et joueraient un ro¼ le dans l|insta!
bilite� thermoconvective qui se manifeste par l|apparition
des cellules de RayleighÐBe�nard lorsqu|on atteint une
certaine valeur critique du nombre de Rayleigh[ Ce cas
a e�te� e�xamine� the�oriquement par Finlayson lorsque le
ferro~uide est con_ne� entre deux parois horizontales lib!
res ou rigides et non magne�tiques ð3Ł[

Cette me¼me con_guration a e�te� suivie une quinzaine
d|anne�es plus tard par une e�tude expe�rimentale consistant

a� appliquer un champ magne�tique intense a� travers une
couche cylindrique d|un liquide magne�tique d|e�paisseur
d\ a_n que celui!ci soit sature� ð4Ł[ Le but e�tait de de�tecter
le nombre de Rayleigh expe�rimental correspondant au
seuil de l|instabilite�\ par une mesure du nombre de Nus!
selt en fonction du nombre Rayleigh[ Mais les conditions
expe�rimentales dans cette e�tude ð4Ł ne permettaient pas
de con_rmer si le ferro~uide e�tait e}ectivement en satura!
tion[ Alors Stiles et Kagan ð5Ł ont repris le me¼me travail
expe�rimental\ ge�ne�ralisant les conside�rations the�oriques
de Finlayson ð3Ł sur le nombre de Rayleigh\ en conside�!
rant que sous un champ magne�tique intense la viscosite�
du liquide magne�tique est la somme d|une viscosite� rota!
tionnelle et d|une viscosite� de cisaillement[ Dans ces
conditions\ les re�sultats expe�rimentaux sont en parfait
accord avec les pre�visions the�oriques[

La me¼me con_guration que celle de Finlayson a e�te�
reprise re�cemment par Rudraiah et Sekhar ð6Ł\ mais\ cette
fois ci\ le gradient de tempe�rature applique� a� la couche
de ~uide magne�tique horizontales est non uniforme[ Ceci
s|obtient soit par un chau}age ou un refroidissement
transitoire sur les bords\ soit par l|existence de sources
de chaleur uniformes dans le milieu[ La variation de
tempe�rature des sources de chaleur introduit une varia!
tion du champ magne�tique\ c|est une autre facžon de
contro¼ ler la convection dans les liquides magne�tiques[
L|e}et des sources de chaleur est analogue a� celui de l|e}et
magne�tocalori_que traite� par Berkovsky et Bashtovoi ð7Ł[

Notre but principal dans cette e�tude est de faire une
simulation expe�rimentale\ au sol\ de la convection de
RayleighÐBe�nard en apesanteur dans un liquide magne�!
tique soumis a� un gradient de champ exterieur\ ce dernier
joue le ro¼ le de la pesanteur[ A_n de re�aliser cela\ nous
avons travaille� avec une cellule de HeleÐShaw annulaire
et horizontale[ C|est l|une des rares con_gurations ou� l|on
peut e�liminer l|e}et de pesanteur "g 3 9#[

Le seuil de convection expe�rimental est de�termine� en
contro¼ lant le champ de tempe�rature lors du passage du
re�gime conductif au re�gime convectif[ Nous utilisons\
pour cela\ des thermocuoples et des cristaux liquides[
Cette e�tude est accompagne�e au pre�alable d|une formula!
tion line�aire du proble�me] nous e}ectuons un de�veloppe!
ment asymptotique\ au premier ordre\ des e�quations
re�gissant le mouvement de convection par rapport au
rapport d|aspect de la cellule\ o� � o:DR\ qui est un para!
me�tre petit devant l|unite�[ Nous e}ectuons ensuite une
e�tude de stabilite� line�aire qui consiste a� de�terminer le seuil
de convection the�orique qu|on compare a� celui expe�r!
imental[

1[ Formulation lineaire du probleme

1[0[ Calcul approximatif du champ propre

Nous conside�rons une couronne de liquide magne�tique
horizontale] R0 ³ r ³ R1\ 9³ z ³ o\ avec o ð DR ou�
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Fig[ 0[ Couronne de liquide magne�tique place�e dans un gradient
de champ magne�tique constant et dans un gradient de tem!
pe�rature "T0 × T1#[

DR � R1−R0 "voir Fig[ 0#[ r\ u et z sont les coordonne�es
cylindriques dans le repe�re "ur\ uu\ k#[ Les deux faces
interne "r � R0# et externe "r � R1# sont conductrices et
maintenues respectivement aux tempe�ratures T0 et T1

"T0 × T1#[ Les deux faces horizontales "z � 9 et z � o#
sont rigides et suppose�es parfaitement isolantes[ La cavite�
est place�e dans un champ magne�tique exte�rieur]

Ha ðHr � −Az\ Hu � 9\ Hz � −Ar¦BŁ "0#

ve�ri_ant en dehors de tout milieu aimantable] Rot Ha � 9

et Div Ha � 9[
La composante radiale est ne�glige�e puisque Ao ð AR0[

La couche annulaire de liquide magne�tique est alors sou!
mise a� un gradient de champ radial constant et paralle�le
au gradient de tempe�rature "Fig[ 0#[ Ce gradient de
champ cre�e a� travers la couche du liquide un champ
induit] h � −"xHa:0¦x#\ ð8Ł[ Par ailleurs on se place
dans le cas line�aire ou� M � xH[ Dans ces conditions nous
montrons que h � −M[ Le champ total dans le liquide
magne�tique est donc]

H � Ha¦h � Ha−M "1#

1[1[ Equations linearisees des bilans

1[1[0[ Equilibre
Si nous notons par Te\ pe\ re\ He et Me la tempe�rature\

la pression\ la masse volumique\ le champ magne�tique
total et l|aimantation a� l|e�quilibre\ nous avons]

−9pe−reg¦m9Me9He � 9\

Te � −
T0−T1

ln
R1

R0

ln r−
T1 ln R0−T0 ln R1

ln
R1

R0

"2#

ou�

He � Ha−Me

Me � M"H�\ T�#−K"Te−T�#¦x"He−H�#

re � r"T�#ð0−b"Te−T�#Ł "3#

T� et H� sont des valeurs de re�fe�rence[ On note que
la distribution de la tempe�rature a� l|e�quilibre n|est pas
line�aire et que son gradient n|est pas constant\ ce qui
ajoute une di.culte� supple�mentaire par rapport au
proble�me de RayleighÐBe�nard classique[

1[1[1[ Equation de mouvement
L|e�tude de stabilite� consiste a� superposer a� celui!ci des

perturbations en posant]

T � Te¦T?\ p � pe¦p?\ V � 9¦V\

r � re¦r?\ M � Me¦M?\ H � He¦H?

ou�

H � Ha−M

M � M"H�\ T�#−K"T−T�#¦x"H−H�#

r � r"T�#ð0−b"T−T�#Ł[ "4#

Nous montrons alors que] M? �M−Me �
−ðKT:"0¦x#Ł\ H? � ðKT?:"0¦x#?Ł\ r? � −r"T�#bT?[

L|e�quation line�arise�e du mouvement de convection sta!
tionnaire pour un liquide magne�tique\ dans un mode�le
syme�trique\ de�rive de l|e�quation de NavierÐStokes modi!
fe�e du terme m9M9H ð0Ł[ En tenant compte des e�quations
de l|e�quilibre "2#\ elle s|e�crit]

−9p?¦m9V¦r?g¦m9M9H−m9Me9He � 9 "5#

ou�

m9M9H−m9Me9He � m9M?9"He¦Me#

−
m9

1
9"1MeM?¦M?1#

en remarquant que He¦Me � Ha\ "5# s|e�crit]

−9P¦mDV¦GT? � 9 "6#

ou�

P � p?¦
m9

1
"1MeM?¦M?1# et

G �
m9K=9Ha =

0¦x
ur¦`r"T�#bk

G repre�sente une sorte de gravite� apparente qui peut
e¼tre contro¼ le�e par simple re�glage du gradient de champ
magne�tique excitateur[

1[1[2[ Approximation de Boussinesq
L|approximation de Boussinesq s|e�crit]

Div V � 9 "7#

1[1[3[ Equation de l|e�ner`ie
La de�rivation thermodynamique comple�te de l|e�qua!

tion de l|e�nergie est donne�e par Finlayson ð3Ł[ Si l|on se
place loin de la tempe�rature de Curie\ ce qui correspond
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a� notre situation expe�rimentale\ on peut ne�gliger le terme
traduisant l|e}et magne�tocalori_que\ l|e�quation de l|e�ner!
gie stationnaire se rame�ne a� celle d|une ~uide classique]

−9TeV¦aDT? � 9 "8#

a est la di}usivite� thermique[ En utilisant "2#\ l|e�quation
"8# s|e�crit]

C
r

u¦aDT? � 9 ou� C� �
T0−T1

ln
R1

R0

[ "09#

1[2[ Analyse dimensionnelle

Dans le repe�re de coordonne�es cylindriques "ur\ uu\ k#\
l|approximation de Boussinesq "7# ainsi que les e�quations
"6# et "09# s|e�crivent]

1u
1r

¦
u
r
¦

0
r

1v
1u

¦
1w
1z

� 9 "00#

−
1P
1r

¦m$
11u

1r1
¦

0
r

1u
1r

¦
0

r1

11u

1u1
¦

11u

1z1
−

u

r1
−

1

r1

1v
1u%

¦
m9KT?
0¦x

=9Ha = � 9 "01#

−
0
r

1P
1u

¦m$
11v

1r1
¦

0
r

1v
1r

¦
0

r1

11v

1u1
¦

11v

1z1

−
v

r1
¦

1

r1

1u
1u%� 9 "02#

−
1P
1z

¦m$
11w

1r1
¦

0
r

1w
1r

¦
0

r1

11w

1u1
¦

11w

1z1 %
¦r"T�#b`T? � 9 "03#

a$
11T?

1r1
¦

0
r

1T?
1r

¦
0

r1

11T?

1u1
¦

11T?

1z1 %¦
T0−T1

ln
R1

R0

u
r
� 9[

"04#

La cavite� annulaire nous conduit a� choisir les variables
re�duites suivantes]

r� �
r−R0

R1−R0

\ z� �
z
o

u� �
u
V9

\ v� �
v

V9

\ w� �
w
V?9

p� �
P
P9

\ T� �
T?
DT

[

Nous notons par]

o� �
o

DR
et d �

DR
R0

[

Des conside�rations d|analyse dimensionnelle ð09Ł nous
permettent de prendre les variables caracte�ristiques suiva!
ntes]

V9 �
a

DR
\ V?9 �

o

DR
V9\

DT �
m"0¦x#a

m9K=9Ha =o1DR
\ P9 �

r9na

o1
[

En introduisant les variables re�duites dans le syste�me
"00#Ð"04#\ nous obtenons]

1u�
1r�

¦
d

0¦dr�
u�¦

d

0¦dr�
1v�
1u

¦
1w�
1z�

� 9 "05#

−
1P�
1r�

¦o�1

K

H

H

H

H

H

k

11u

1r�1
¦

d

0¦dr�
1u�
1r�

¦$
d

0¦dr�%
1 11u�

1u1

−$
d

0¦dr�%
1

u�−1$
d

0¦dr�%
1 1v�

1u

L

H

H

H

H

H

l

¦
11u�

1z�1
¦T� � 9 "06#

−
d

0¦dr�
1P�
1u

¦o�1

K

H

H

H

H

H

k

11v�

1r�1
¦

d

0¦dr�
1v�
1r

¦$
d

0¦dr�%
1 11v�

1u1

−$
d

0¦dr�%
1

v�¦1$
d

0¦dr�%
1 1u�

1u

L

H

H

H

H

H

l

¦
11v�

1z1
� 9 "07#

o�
1P�
1z�

¦o�4

K

H

H

H

H

H

k

11w�

1r�1
¦

d

0¦dr�
1w�
1r�

¦$
d

0¦dr�%
1 11w�

1u1

L

H

H

H

H

H

l

¦o�2 11w�

1z1
¦

Ra�
Ram�

T� � 9 "08#

o�1

K

H

H

H

H

H

k

11T�

1r�1
¦

d

0¦dr�
1T�
1r�

¦$
d

0¦dr�%
1 11T�

1u1

¦
0

ln"0¦d#
d

0¦dr�
Ram�u�

L

H

H

H

H

H

l

¦
11T�

1z�1
� 9 "19#

ou� Ram� �"m9K=9Ha="T0−T1#o1DR:m"0¦x#a# est le
nombre de Rayleigh magne�tique de la cellule[ Ra� est le
nombre de Rayleigh gravitationnel de la cellule de�_ni
par] "b`"T0−T1#o3:nDRa#\ ce nombre a e�te� construit de
la me¼me facžon que dans le proble�me de convection d|un
~uide enferme� dans une cavite� paralle�le�pipe�dique d|ex!
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tension in_nie et ayant un rapport transversal "o:DR# ð 0
et soumis a� un gradient de tempe�rature horizontal ð00Ł[

Pour des raisons de commodite�\ nous ome�ttrons dans
la suite les aste�risques sur les variables re�duites dans le
syste�me "05#Ð"19#[

1[3[ Approximation de HeleÐShaw

Une premie�re approximation du syste�me "05#Ð"19#\
indde�pendante du rapport d|aspect o�1\ est obtenue en
posant o�1 � 9[ Nous notons par u9\ v9\ w9\ P9 et T9 les
solutions de cette premie�re approximation[ De l|e�quation
"08#\ et d|un point de vue asymptotique\ nous montrons
que Ra� ð Ram�[ Dans la suite\ nous ne tenons pas
compte du terme Ra�:Ram� dans l|e�quation "08#[ Cette
dernie�re permet donc de montrer que la pression P9 est
inde�pendante de z[ De me¼me "19# et la condition d|adia!
baticite�\ sur les parois horizontales en z � 9 et z � 0\
permettent de montrer que T9 est aussi inde�pendante de
z[ Soient]

P9"r\ u#\ T9"r\ u#[

L|inte�gration des e�quations qui de�coulent de "06# et "07#
permet d|obtenir]

u9 �
0
1

z"z−0#$
1P9

1r
−T9%

v9 �
0
1

z"z−0#
d

0¦dr
1P9

1u
[ "10#

Nous introduisons "10# dans l|e�quation de continuite�
"05#[ Apre�s inte�gration de cette dernie�re en z\ et en utili!
sant la condition d|adhe�rence de w9 en z � 9 et z � 0\
nous montrons que w9 � 9[ Ceci se traduit par l|e�quation
line�aire aux de�rive�ews partielles]

11P9

1r1
¦

d

0¦dr
1P9

1r
¦$

d

0¦dr%
1 11P9

1u1

−$
1T9

1r
¦

d

0¦dr
T9%� 9[ "11#

L|e�quation de l|e�nergie est cherche�e a� l|ordre o�1 en adop!
tant la me¼me de�marche que ð01\ 02Ł]

11T9

1r1
¦

d

0¦dr
1T9

1r
¦$

d

0¦dr%
1 11T9

1u1

−
0

ln"0¦d#
d

0¦dr
Ram�

01 $
1P9

1r
−T9%� 9[ "12#

Le syste�me "11#Ð"12# est associe� aux conditions aux
limites]

u9 � T9 � 9\

qui se traduit par]
1P9

1r
� T9 � 9 en r � 9\0[ "13#

2[ Etude de stabilite

2[0[ Analyse en modes normaux*methode de Galerkin

Nous allons faire un premier changement de variable
dans le syste�me "11#Ð"12#]

r½ �
0¦dr

d
"14#

nous obtenons]

D1P	9 �
0
r½

1

1r½
ðr½T	9Ł

D1T	 �
Ram�

01 $
1P	9

1r½
−T	9% "15#

ou�

D1 �
11

1r½1
¦

0
r½

1

1r½
¦

0

r½1

11

1u1
\ P	9"r½\ u# et T	9"r½\ u#[

Nous e�crivons la solution du syste�me "15# en modes nor!
maux]

P	9 � f"r½# eimu

T	9 � `"r½# eimu "16#

or

P	9"u9# � P	9"u9¦1p#

T	9"u9# � T	9"u9¦1p#

Le numbre d|onde azimutal m est donc un nombre entier[
Le syste�me "15# s|e�crit]

d1f½

dr½1
¦

0
r½

df½

r½1
−

m1

r½1
f½�

0
r½

d
dr½

ðr½ ½̀Ł "17#

d1 ½̀

dr½1
¦

0
r½

d ½̀
dr½

¦$
Ram�

01 ln"0¦d#
0
r½
−

m1

r½1 % ½̀ �
Ram�

01 ln"0¦d#
0
r½

df½

dr½
[

"18#

Nous proce�dons a� un nouveau changement de variable
dans le syste�me "17#Ð"18#] r½ � u1[ Nous obtenons]

Dm ð f Ł � 3u1$`¦
u
1

d`
du% "29#

ðDm¦k1Ł ð`Ł � k1 0
1u

df
du

"20#

ou�

Dm �
d1

du1
¦

0
u

d
du

−
3m1

u1
et k �X

Ram�
2 ln"0¦d#

[

La solution ge�ne�rale de l|e�quation homoge�ne de "20# est]

G"u# � AJ1m ðkuŁ¦BY1m ðkuŁ

J1m et Y1m sont respectivement des fonctions de Bessel de
premie�re et deuxie�me espe�ce d|ordre 1m[ G"u# ve�ri_e les
conditions aux limites]
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G � 9 en u0 �X
0
d

et½ u1 �X
0¦d

d

soit

AJ1m ðku0Ł¦BY1m ðku0Ł � 9

AJ1m ðku1Ł¦BY1m ðku1Ł � 9

or A � 9 et B � 9\ ceci impose]

b
J1m ðku0Ł Y1m ðku0Ł

J1m ðku1Ł Y1m ðku1Łb� 9

donc

J1m ðku0ŁY1m ðku1Ł−J1m ðku1ŁY1m ðku0Ł � 9[ "21#

Cette e�quation a une in_nite� de solutions ki "valeurs prop!
res#\ d|ou� les fonctions propres]

Gi"u# � ci ðY1m ðkiuŁJ1m ðkiu0Ł−J1m ðkiuŁY1m ðkiu0ŁŁ[ "22#

Les fonctions Gi"u# sont orthogonales[ Les constantes ci

sont calcule�es de telle de sorte que les fonctions propres
soient orthonormales]

g
u1

u0

uGi"u#Gj"u#du � dij � 6
9 si i � j

0 si i � j
[ "23#

D|apre�s un the�ore�me sur les fonctions de Bessel] toute
fonction G"u#\ de�_nie continue sur ðu0\ u1Ł avec
G"u0# � G"u1# � 9\ peut e¼tre de�veloppe�e en se�rie de Fou!
rierÐBessel absolument et uniforme�ment convergente]

G"u# � s
N

i � 0

ciGi"u#[

Or `"u# et "df:du#"u# du syste�me "29#Ð"20# ve�ri_ent ces
conditions\ nous posons]

df
du

"u# � s
N

i � 0

aiGi"u# `"u# � s
N

i � 0

biGi"u# "24#

"23# et "24# permettent d|obtenir]

an � g
u1

u0

u
df
du

"u#Gn"u#\ bn � g
u1

u0

u`"u#Gn"u# du "25#

Nous reprenons maintenant l|e�quation "20#]

ðDm¦k1Ł ð`Ł � k1 0
1u

df
du

[

En multipliant les deux membres de cette e�quation par u
Gj"u#\ et en inte�grant entre u0 et u1\ nous obtenons]

g
u1

u0

uDm ð`ŁGj"u# du¦k1bj � k1 s
N

i � 0

Ajiai "26#

ou�

Aji �
0
1 g

u1

u0

Gi"u#Gj"u# du[ "27#

Le calcul du premier terme du premier membre de "26#
se fait en utilisant "24#\ et en sachant que les fonctions
propres Gi"u# ve�ri_ent]

Dm ðGiŁ � −k1
i Gi[ "28#

Nous obtenons donc]

g
u1

u0

uDm ð`ŁGj"u#du � −k1
j bj "39#

"26# s|e�crit _nalement]

"k1−k1
i #bj � k1 s

N

i � 0

Ajiai[ "30#

Nous reprenons l|e�quation "29#]

Dm ð f Ł � 3u1$`¦
u
1

d`
du%[

Nous de�rivons cette e�quation puis nous e�crivons sa de�ri!
ve�e sous la forme]

uDm$
df
du%¦1

d1f

du1
¦

0
u

df
du

� 7`¦09u
d`
du

¦1u1 d1`

du1
[

"31#

Nous multiplions chaque membre de l|e�quation "31# par
Gj"u#\ puis nous inte�grons entre u0 et u1]

g
u1

u0

uDm$
df
du%Gj"u# du¦g

u1

u0
$1

d1f

du1
¦

0
u

df
du%Gj"u# du

� g
u1

ui
$7`¦09u

d`
du

¦1u1 d1`

du1%Gj"u# du "32#

"23#\ "24# et "28# permettent d|e�crire "32# sous la forme]

−k1
j aj¦ s

N

i � 0

Bjiai � s
N

i � 0

Cjibi "33#

ou�

Bji � g
u1

u0
$1

dGi

du
¦

Gi

u %Gj"u# du

Cji � g
u1

u0
$7Gi¦09u

dGi

du
¦1u1 d1Gi

du1 %Gj"u# du[

Le syste�me "30#Ð"33# s|e�crit donc]

s
N

i � 0$
k1Aji −"k1−k1

i #dij

Bji−k1
i dij −Cji

%$
ai

bi%� $
9

9%
que nous e�crivons _nalement sous la forme]

K

H

H

H

H

H

H

H

k

X00 [ [ [ X0N Y00 [ [ [ Y0N

* * * *

XN0 [ [ [ XNN YNi [ [ [ YNN

Z00 [ [ [ Z0N W00 [ [ [ W0N

* * * *

ZN0 [ [ [ ZNN WN0 [ [ [ WNN

L

H

H

H

H

H

H

H

l

K

H

H

H

H

k

a0

*

aN

b0

*

bN

L

H

H

H

H

l

�

K

H

H

H

H

H

H

H

k

9

*

9

9

*

9

L

H

H

H

H

H

H

H

l

"34#

ou�

Xij � k1Aji
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Yij � −"k1−k1
i #dij

Zij � Bji−k1
i dij

Wij � −Cji[

La matrice associe�e au syste�me "34# est construite de
quatre blocks de matrices[ Une solution non triviale du
syste�me "34# existe\ si le de�terminant de la matrice associe�
est nul[ Ceci se traduit par une relation entre le nombre
de Rayleigh magne�tique Ram� et le nombre d|onde azi!
mutal m[ Les re�sultats de la re�solution nume�rique conver!
gent a� partir de N � 4[ Nous pre�sentons les valeurs
critiques\ correspondant au seuil de convection\ pour
di}e�rentes valeurs de d proches de notre situation expe�r!
imentale "d � 9[08#\ "Tableau 0#[

Le syste�me "11#Ð"12# a e�te� donc re�solu pour des valeurs
de d quelconques et nous avons constate� que pour d ð 0\
le nombre de Rayleigh magne�tique critique tend vers
37p1\ valeur qui correspond au cas d|une cellule horizon!
tale d|extension in_nie ð01\ 02\ 03Ł[

Dans le paragraphe qui suit\ nous re�solvons analy!
tiquement le syste�me "11#Ð"12# dans le cas de l|approxi!
mation d ð 0[

2[1[ Analyse en modes normaux*approximation d ð 0

Nous allons donc\ dans ce paragraphe\ traiter le cas ou�
d � DR:R est tre�s petit devant l|unite�[ Ce qui est le cas de
l|e�tude expe�rimentale[ Le syste�me "11#Ð"12# s|e�crit donc]

11P9

1r1
¦d

1P9

1r
¦d1 11P9

1u1
−

1T9

1r
−dT9 � 9 "35#

11T9

1r1
¦d

1T9

1r
¦d1 11T9

1u1
−

Ram�
01 $

1P9

1r
−T9%� 9[ "36#

Nous e�crivons la solution du syste�me "35#Ð"36# en modes
normaux]

P9 � f"r#eimu

T9 � `"r#eimu "37#

Table 0
Nombres d|onde critiques et nombres de Rayleigh magne�tique
critiques pour di}e�rentes valeurs de d

Ram�c "nombre de
mc "nombre d|onde Rayleigh magne�tique

d �"DR:R# azimutal critique# critique#

9[03 13 362[72
9[08 07 362[75

9[12 04 362[86
9[21 00 364[40
9[4 7 366[76
9[48 7 372[90

ou� le nombre d|onde m est un entier[ Le syste�me "35#Ð
"36# s|e�crit]

d1f

dr1
¦d

df
dr

−d1m1f−
d`
dr

−d` � 9 "38#

d1`

dr1
¦d

d`
dr

¦$
Ram�

01
−d1m1%`−

Ram�
01

df
dr

� 9[ "49#

Ce cyste�me est associe� aux conditions aux limites]

df
dr

� ` � 9 en r � 9\0[ "40#

Nous cherchons des solutions de f et ` sous la forme]

$
f

`%� $
f9

`9%e
sr

"38#Ð"49# s|e�crit]

ðs1¦ds−d1m1Ł f9−ðs¦dŁ`9 � 9

−
Ram�

01
sf9¦$s1¦ds−d1m1¦

Ram�
01 %`9 � 9[

Nous avons des solutions f9 et `9 non nulles\ si le de�termi!
nant de ce syste�me est nul[ D|ou� la relation de dispersion]

ðs1¦ds−d1m1Ł1−d1m1 Ram�
01

� 9[

Le cas inte�ressant est celui qui correspond a� deux racines
re�elles et deux racines imaginaires]

s0\1 �
d

1$−02X0¦3m1$0¦0
Ram�

01d1m11
0:1

%%
s2\3 �

d

1$−02iX−0¦3m1$−0¦0
Ram�

01d1m11
0:1

%%
La solution du syste�me "38#Ð"49# s|e�crit donc]

f"z# � e−
d

1
r ðA cos"lr#¦B sin"lr#Ł¦C es0r¦D es1r

`"z# � e−
d

1
r ðA? cos"lr#¦B? sin"lr#Ł¦C? es0r¦D? es1r "41#

ou�

l �
d

1X−0¦3m1$−0¦0
Ram�

01d1m11
0:1

% "42#

A partir des conditions aux limites "40#\ nous obtenons
un syste�me line�aire de 3 e�quations sans second membre
et ou� les inconnues sont les constantes A\ B\ C et D[ Ce
syste�me admet une solution non triviale\ si le de�terminant
de sa matrice repre�sentative est nul]

s0s1 ðs0s1"s0¦d#"s1¦d#¦aðs0"s0¦d#

¦s1"s1¦d#Ł¦a1Ł"es1−es0# e−
d

1 sin"l# � 9 "43#

ou�

a � l1¦
d3

3
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"43# est ve�ri_e�e si sin"l# � 9\ soit l � np[ D|ou� d|apre�s
"42#]

Ram� � 01d1m1&0¦
n1p1¦

d1

3

d1m1 '
1

[

La premie�re instabilite� apparait pour n � 0[ Le nombre
de Rayleigh et le nombre d|onde critiques sont]

m � 06 Ram�c � 363[417

Nous constatons que la valeur du nombre de Rayleigh
critique calcule�e dans ce paragraphe est tre�s proche de
celle calcule�e dans le paragraphe pre�ce�dent pour d ð 0[
Quand au nombre d|onde azimutal pour d � 9[08 "valeur
du montage expe�rimental#\ il vaut 06 au lieu de 07[ Cette
di}e�rence entre les deux nombres d|onde azimutaux pro!
vient sans doute de l|approximation analytique "d ð 0#[

3[ Etude experimentale

3[0[ Cuve de HeleÐShaw annulaire

La cellule de HeleÐShaw est constitue�e de deux plaques
en plexiglas\ transparentes\ annulaires et paralle�les "Fig[
1#[ Deux rainures de largeur DR � 19 mm et d|e�paisseur
o:1 � 1 mm sont usine�es sur les deux plaques en plexiglas
"0 and 0?# dans le but d|obtenir\ lors de l|assemblage
de ces deux dernie�res\ une cavite� annulaire de section
rectangulaire d|e�paisseur 3 mm ou� le ferro~uide "1# sera
place�[

Les deux conduites annulaires de sections rectangu!

Fig[ 1[ Section de la cuve de HeleÐShaw] 0 and 0?\ Parois en plexiglas\ 1\ Ferro~uide\ 2 and 2?\ conduites de circulation d|eau chaude
et froide\ 3 and 3?\ Couronnes en cuivre\ 4\ joint torique\ 5\ Emplacement de 7 thermocouples type K "/ 0 mm\ 6\ 4 thermocouples
type K "/ 9[0 mm#[

laires "2 and 2?# permettent la circulation d|eau chaude
et froide a_n de maintenir respectivement les deux
couronnes en cuivre "3 and 3?# aux tempe�ratures con!
stantes T0 et T1[ Les deux couronnes en cuivre sont
inse�re�es dans quatre gorges usine�es sur les deux plaques
en plexiglas[ L|e�tanche�ite� est assure�e par 3 joints toriques
"4#\ inse�re�s dans chacune des gorges[ La hauteur de chaque
plaque de cuivre est de l|ordre de 03 mm[

3[1[ Caracteristiques de l|electro!aimant

Nous disposons d|un e�lectro!aimant type EAF!05!NC
"Fig[ 2# posse�dant un entrefer e � 009 mm[ A l|inte�rieur
de l|entrefer\ entre les deux poles N et S\ re�gne un champ
magne�tique constant paralle�le a� Oz et dont le module
peut varier en fonction du courant I qui circule dans les
bobines de l|e�lectro!aimant[ Autour de l|entrefer re�gne
un champ de fuite\ ce dernier a une particularite� qui nous
est inte�ressante] d|une part nous pouvons l|approximer
par la formule "0#\ d|autre part dans le plan horizontal
qui passe au milieu de l|entrefer\ le champ de fuite est
paralle�le a� Oz et posse�de un gradient radial constant qui
varie aussi en fonction du courant I circulant dans les
bobines[ La Fig[ 3 pre�sente l|e�volution du champ magne�!
tique en fonction de la coordonne�e radiale pour une
intensite� de courant I � 09 A[ Nous avons aussi e}ectue�
un e�talonnage du gradient de champ\ dans le plan
me�dian\ en fonction du courant I "Fig[ 4#[ Les mesures
ont e�te� e}ectue�es par l|interme�diaire d|un Gauss!me�tre\
type MG!4D\ ope�rant sous le principe d|e}et Hall[

La couronne de ferro~uide est place�e au milieu de
l|entrefer\ dans la zone ou� il y a un gradient de champ
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Fig[ 2[ Electro!aimant

Fig[ 3[ Exemple d|e�volution du champ magne�tique Ha en fonc!
tion de la coordonne�e radiale r dans le plan me�dian de l|entrefer
"I � 09 A#[

Fig[ 4[ Etalonnage de =9Ha:m9= en fonction du courant I[

radial\ entre R0 � 094 mm et R1 � 014 mm[ L|e�paisseur
de la couronne "3 mm# est assez mince pour que nous
assimilions cette situation a� celle de la Fig[ 5[

3[2[ Ferro~uide {test|

Le liquide magne�tique que nous avons utilise� dans
notre campagne expe�rimentale est un ferro~uide EMG

Fig[ 5[ Sche�ma de principe] couronne de ferro~uide soumise a�
gradient de champ magne�tique radial[

894 de la Ferro~uidics Corporation\ a� base d|hydrocar!
bure[ Il posse�de les proprie�te�s physiques et me�caniques
donne�es par le fabricant] susceptibilite� magne�tique x � 1\
aimantation de saturation Ms � 2[07×093 A:m\ densite�
r � 0[15×092 kg m−2\ viscosite� dynamique
m � 7[3×09−2 kg m−0 s−0\ di}usivite� thermique
a � 7[5×09−7 m1 s−0[ Le me¼me ferro~uide a e�te� utilise�
par Stiles et Kagan ð5Ł qui ont calcule� son coe.cient
pyromagne�tique par la relation K � a Ms ð2\ 04Ł ou�
a � 7[5×09−3 K−0 ð05Ł[ K est de l|ordre de 16[2 A m−0

K−0[

3[3[ Seuil de convection experimental

A_n de de�terminer le nombre de Rayleigh magne�tique
critique\ correspondant au seuil de convection expe�r!
imental\ nous avons utilise� simultane�ment deux tech!
niques]
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la premie�re consiste a� mesurer le champ de tempe�rature
au centre de la cavite� annulaire qu|occupe le ferro~uide\
dans la direction azimutale[ Pour cela\ 4 thermocouples
"/ � 9[0 mm# de pre�cision 9[94>C ont e�te� re�partis re�gu!
lie�rement\ ils sont indique�s par 6 sur la Fig[ 1 et sche�mati!
se�s sur la Fig[ 5[

La deuxie�me technique consiste a� visualiser le champ
de tempe�rature a� l|aide de cristaux liquides[ Ces derniers
indiquent par leur couleur\ de facžon directe et sans appa!
reils accessoires\ une mesure de tempe�rature avec une
constante de temps minimale de l|ordre de 9[0 seconde[
Le phe�nome�ne e�tant re�versible\ on peut suivre des e�volu!
tions de tempe�rature au cours du temps ð06\ 07Ł[ En ce
qui concerne notre expe�rience\ nous avons colle� sur la
face interne supe�rieure de la cavite� qu|occupe le ferro!
~uide\ une pastille annulaire de cristaux liquides[ Le
champ de tempe�rature a� l|interface ferro~uideÐpastille
est donc observe� a� travers la parois de plexiglas[ L|e�tolon!
nage des pastilles utilise�es est donne� par le fabricant\
Tableau 1[

Le seuil de convection est de�termine� de la facžon sui!
vante] Nous _xons d|abord un e�cart de tempe�rature
constant\ entre la plaque chaude et la plaque froide\ de
telle sorte que le ferro~uide soit en re�gime conductif[ Pour
travailler dans la zone d|utilisation des cristaux liquides
donne�e par la Table 1\ la tempe�rature de la plaque froide
est maintenue a� 15> en ge�ne�ral[ Le re�gime conductif est
mis en e�vidence par les isothermes\ en cercles concen!
triques\ qu|on observe sur la pastille de cristaux liquides
"sche�ma "0# de la Fig[ 6#\ ceci est veri_e� simultane�ment
par les mesures de tempe�rature dans la direction azimu!
tale par l|interme�diaire des cinq thermocouples place�s
dans le ferro~uide[ Une fois le re�gime conductif e�tabli\
nous appliquons un gradient de champ magne�tique tre�s
faible que nous faisons augmenter\ a� pas tre�s faible\ par
l|interme�diaire du courant qui circule dans les bobines de
l|e�lecro!aimant[ De�s que les premie�res de�formations des
isothermes se manifestent "sche�ma "1# de la Fig[ 6# et que

Table 1
Etalonnage des cristaux liquides

Degre� Couleur

15[4 Noir
16 Rouge¦noir
16[4 Rouge
17 Vert!rouge
18 Vert
29 Vert
21 Vert
22[4 Bleu¦vert
24 Bleu
27[4 Noir¦bleu
34 Noir

Fig[ 6[ Sche�ma 0] re�gime conductif correspondant a� des cercles
concentriques "vert\ rouge\ noir# les thermocouples indiquent la
me¼me tempe�rature[ Sche�ma 1] re�gime convectif "de�formation
des isothermes# les thermocouples indiquent des tempe�ratures
di}e�rentes[

les mesures de tempe�rature par thermocouples dans la
direction azimutale di}erent d|un thermocouple a� l|autre\
nous pouvons conside�rer qu|il y a convection\ et nous
pre�levons l|e�cart de tempe�rature et le gradient de champ
magne�tique applique�s[ Plusieurs essais ont e�te� e}ectue�s
et dont les re�sultats sont pre�sente�s dans le Tableau 2[

La de�termination expe�rimentale de l|e�cart de tempe�ra!
ture minimal qui peut e¼tre de�cele� pour la de�termination
du seuil de convection a beaucoup de�pendu des moyens
dont nous disposons[ Une bonne utilisation des cristaux
liquides doit e¼tre faite avec un maximum de couleurs\
nous avons donc e�vite� de travailler avec de faibles e�carts
de tempe�rature\ ceci explique le fait qu|on est descendu
seulement jusqu|a� DT � 3[6>C[

Ces e�carts de tempe�rature correspondent a� des nom!
bres de Rayleigh gravitationnels Ra� de l|ordre de 199\
de plus le nombre de Prandtl du liquide magne�tique utilise�
est tre�s supe�rieur a� l|unite�\ on est donc tre�s loin des
zones critiques qui peuvent conduire a� une instabilite�
gravitationnelle ð00Ł[ Ceci permet de justi_er qu| on a
a}aire a� une instabilite� purement magne�tique[

Nous constatons aussi\ D|apre�s les mesures expe�rimen!
tales\ qu|il y a une certaine constance du nombre de
Rayleigh magne�tique critique[ Malheureusement ce der!
nier est largement supe�rieur a� celui calcule� the�oriquement
dans Section 2\ ceci peut e¼tre impute� aux points suivants]

*Il nous e�tait di.cile d|estimer avec pre�cision les con!
stantes physiques relatives aux proprie�te�s thermo!
magne�tiques du ferro~uide a� base d|hydrocarbure que
nous avons utilise�\ en particulier son coe.cient pyro!
magne�tique K[

*Les parois horizontales en plexiglas suppose�es parfaite!
ment isolantes dans le calcul the�orique sont loin de
l|e¼tre dans l|expe�rience[ En e}et\ les conductivite�s ther!
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Table 2
Seuil de convection] re�sultats expe�rimentaux

DT =9Ha= "A m−1# =9Ha=DT 09−3"A m−1# K Ram�c "nombre de Rayleigh magne�tique critique#

8[3 5[46×093 50[6 3825
6[4 6[84 48[5 3657
5[1 0[92 52[7 4903
4 0[5 53 4035
3[6 0[34 57[0 4337

miques du plexiglas et du ferro~uide\ si on suppose que
celle de ce dernier est la me¼me que celle du solvant
"hydrocarbure#\ sont du me¼me ordre "lplexiglas � 9[07
W K−0 m−0#\ lferro~uide � 9[11 W K−0 m−0#[

Or pour approcher les conditions ide�ales de parois parfai!
tement isolantes\ il est ne�cessaire que la conductivite� ther!
mique du ~uide test soit tre�s supe�rieure a� celle du mate�rieu
des parois horizontales[

Une e�tude qui tiendrait compte des fuites thermiques
en changant les conditions aux limites est envisageable et
peut faire l|object d|une perspective ulte�rieure[

4[ Conclusions

Dans cette e�tude\ nous nous sommes inte�resse�s au
de�clenchement du mouvement de convection de Ray!
leighÐBe�nard dans un liquide magne�tique soumis a� un
gradient de champ magne�tique en con_guration de HeleÐ
Shaw annulaire et horizontale[

La formulation line�aire du proble�me et l|approxima!
tion de HeleÐShaw me�nent a� un syste�me d|e�quations aux
de�rive�es partielles\ exprime� en coordonne�es cyclindri!
ques\ liant la pression et la tempe�rature[ La re�solution de
ce syste�me a e�te� e}ectue�e dans un premier temps par la
me�thode de Galerkin pour des valeurs quelconques du
parame�tre de courbure d � DR:R0[ Dans un deuxie�me
temps cette re�solution a e�te� e}ectue�e analytiquement
pour d ð 0\ qui correspond a� notre situation expe�rimen!
tale[ Pour ce dernier cas\ les deux me�thodes de re�solution
conduisent a� la solution relative a� la con_guration d|une
cellule de Hele!Shaw d|extension in_nie et horizontale[
Dans le cas ge�ne�ral\ le nombre de Rayleigh critique varie
peu avec d alors que le nombre d^onde "et par conse�quent
le nombre de cellules# de�pend tre�s fortement du para!
me�tre de courbure[

Notons que lors de l|approximation de HeleÐShaw\ qui
consiste a� faire tendre o� vers ze�ro\ nous avons a}aiblit
le proble�me de de�part] en e}et nous n|avons plus besoin
que de quatre conditions aux limites au lieu de six\ et le
seuil de l|instabilite� convective ne de�pend plus de la nature

des conditions aux limites sur les faces conductrices
"conditions aux limites sur le champ des vitesses#[

Le montage expe�rimental concžu pour le cas d ð 0 a
permis de de�terminer le nombre de Rayleigh critique[
Malheureusement\ il y a un grand e�cart entre le seuil
de convection expe�rimental et celui the�orique pour des
raisons que nous avons e�voque�es a� la _n de l|e�tude expe�ri!
mentale[ Malgre� cet e�cart\ cette e�tude constitue une illu!
stration pe�dagogique de la convection de RayleighÐ
Be�nard contro¼ le�e\ et montre la possibilite� de simuler\ au
sol\ des situations de transfert de chaleur par convection
naturelle en micro ou en macrogravite�[ Une autre applica!
tion inte�ressante serait par exemple l|utilisation de ce
principe dans l|e�laboration de vannes thermiques[ En
e}et\ sans champ magne�tique le transfert de chaleur se
fait uniquement par conduction\ et apre�s application d|un
certain gradient de champ permettant l|apparition des
cellules convectives\ ce transfert de chaleur est accru[ Il
est donc possible de transfe�rer une quantite� de chaleur
plus ou moins grande d|une surface a� une autre[ Le
re�glage du champ magne�tique joue le me¼me ro¼ le que celui
d|une vanne thermique[
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